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一种利用顶点位形描述的

任意正交折线线圈阻抗解析建模新方法

吴德会，何天府，王晓红，黄一民
（厦门大学机电工程系，福建厦门３６１００５）

　　摘　要：　本文利用顶点位形描述方法，建立了任意正交折线线圈阻抗的封闭模型．首先，利用二阶矢量位公式对
一个线形矩形线圈的电磁场分布进行描述，并推导了该矩形线圈的标量势表达式，其包含有一个利用矩形四个顶点的

位置因子和角形因子进行描述的积分项；其次，证明了角形因子的两个重要性质，并利用该性质将矩形线圈的标量势

表达式推广到任意正交折线线圈的情况；最后，建立了任意正交折线线圈阻抗的解析表达式，并以矩形螺线线圈为例

进行了阻抗计算，并将计算结果与实验测量值进行了对比．结果表明，计算值与测量值之间有较好的吻合度．相对于现
有的矩形描述法，本文所提方法在简化建模过程及提高建模速度方面具有明显优势．
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１　引言
　　折线线圈作为电磁换能器的重要组成部分，在涡
流检测（ＥｄｄｙＣｕｒｒｅｎｔＴｅｓｔｉｎｇ，ＥＣＴ）［１］、电磁超声（Ｅｌｅｃ
ｔｒｏＭａｇｎｅｔｉｃＡｃｏｕｓｔｉｃＴｒａｎｓｄｕｃｅｒ，ＥＭＡＴ）［２，３］等领域有着
十分广泛的应用．

折线线圈电磁场及阻抗分析主要有数值法和解析

法两种．数值法优点是具有较强的通用性，但其计算复
杂度较大，线圈变换参数之后而要重新建模计算．特别
是该方法所建模型的物理意义不明晰，在一定程度上

限制了该方法的应用［４，５］．因此，通过电磁场理论，对线
圈的电磁特性进行物理意义清晰的解析法建模和分

析，一直以来受到重视［６，７］．
国内外对线圈阻抗的研究多以轴对称线圈为
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主［８］．近年来，针对一些特殊形状的折线线圈阻抗研
究也有所开展［９，１０］．ＴｈｅｏｄｏｕｌｉｄｉｓＴＰ和 ＫｒｉｅｚｉｓＥＥ
在平行置于非磁性导体空间上方的矩形线圈中心建

立坐标系，提出了矩形描述法并利用二阶矢量位推导

了该描述方法下的入射场和散射场阻抗［１１］．Ｆａｖａ
ＪＯ和 ＲｕｃｈＭＣ在此基础上，利用矩形描述法又
进一步扩展出直角螺线形折线线圈的阻抗模型［１２］．
ＣｈｅｎｇＹＨ和 ＳｈｕＹＭ将直角螺线形折线线圈简
化为一系列同轴的矩形线圈，通过矩形线圈之间的串

联叠加实现对该类线圈的互感计算［１３］．国内学者郝宽
胜、黄松岭、赵伟等通过坐标变换，将回折形折线线圈

拆解为多个矩形线圈的串联叠加，得到了线圈阻抗的

频域解析表达式［１４］．

如图１中所示的矩形、回折形、直角螺线形和双螺
线形线圈，均属于特殊形态的正交折线线圈．对于这类
线圈，现有方法的思路是先将其拆解为多个单矩形子

线圈，再通过坐标平移来计算各子线圈之间的自阻抗

和互阻抗，最后通过各子线圈串联来实现复杂线圈总

阻抗的等效计算［１３，１４］．而对于形状无约束的任意正交
折线线圈，因其结构复杂，拆解难度较大，针对该类线圈

阻抗的模型研究尚比较鲜见．
针对这个问题，本文首次提出了一种利用顶点位

形对正交折线线圈进行建模的新方法．相对于现有方
法，所提方法的特色在于：①新模型可以对矩形、回折
形、直角螺线形等多种不同的折线线圈进行描述，实现

了上述线圈模型在表达形式上的统一．②克服了现有
方法需要将线圈结构进行拆解等效的问题，可通过复

杂线圈顶角的位形信息，直接得到阻抗计算的解析表

达式．③避免了现有方法中必须通过坐标平移，将坐标
原点置于子线圈中心的约束，从而简化了建模过程并

提高建模速度．

２　线圈阻抗模型及二阶矢量位求解

２１　问题的描述
待研究问题如图２中所示，将一忽略导线截面的线

形线圈，以高度 ｚｓ平行置于电导率为 σ、磁导率为 μ＝
μｒμ０的无限大导体区域Ⅱ上方．真空区域Ⅰ与导体区域
Ⅱ的分界面为 ｚ＝０［１０］．线形线圈在区域Ⅰ内产生交变

电磁场，称为入射场；由区域Ⅱ内的涡流在区域Ⅰ内形
成的电磁场，称为散射场．

磁感应强度Ｂ由磁矢势 Ａ的旋度来表示 Ｂ＝
"

×
Ａ，并引入库伦规范

"

·Ａ＝０．由于电磁换能器应用中
的频率一般小于１０ＭＨｚ，可忽略位移电流和速度效应，
磁矢位Ａ可引入二阶矢量位求解：

Ａ＝
"

×Ｗ＝
"

×（ｚＷａ＋ｚ×"Ｗｂ） （１）
式中：Ｗａ和Ｗｂ为相互独立的标量函数；ｚ为ｚ轴方向上
的单位向量．

则图２所示的线形涡流线圈的磁场可通过标势 Ｗ
进行求解，即：

Ｂ＝
"

（Ｗ／ｚ） （２）
令该线形线圈上载有强度为 Ｉε的激励电流并形成

了ｌｓ回路，则区域Ｉ中任一点（场点）的入射场磁感应强
度表达为：

Ｂ＝
μ０Ｉε
４π"

×∮ｌｓ
ｄｌｓ
Ｒ （３）

式中，Ｒ＝ （ｘ－ｘｓ）
２＋（ｙ－ｙｓ）

２＋（ｚ－ｚｓ）槡
２为待研究场

点（ｘｓ，ｙｓ，ｚｓ）与源点之间的距离．
利用斯托克斯公式将式（３）的线积分转换为面积

分，可得：

Ｂ＝
μ０Ｉε
４πＳ"（ｚ１Ｒ）ｄｘｓｄｙｓ （４）

式中，Ｓ为线形线圈所包围的面积．
再比较式（２）和式（４），可得到入射场标势为：

Ｗε＝
μ０Ｉε
４πＳ １Ｒｄｘｓｄｙｓ （５）

式中，下标ε代表该物理量属于线形线圈．
文献［１１］中已给出了Ｗε的二重广义积分形式：

Ｗε ＝
μ０Ｉε
８π２∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｅ－ｋ ｚ－ｚｓ

ｋ ｅｊ（ａｘ＋ｂｙ）

·Ｓｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄａｄｂ （６）

以及线形线圈的散射场标势为：

　　　Ｗ′ε ＝
μ０Ｉε
８π２∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｋμｒ－λ
ｋμｒ＋λ

ｅ－ｋ（ｚｓ＋ｚ）

ｋ

·ｅｊ（ａｘ＋ｂｙ）Ｓｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄａｄｂ （７）

５９０２
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２２　矩形描述法
ＴｈｅｏｄｏｕｌｉｄｉｓＴＰ和ＫｒｉｅｚｉｓＥＥ在矩形线圈的中

心建立坐标系，提出了矩形描述法．下面，我们对利用矩
形描述法的原理进行简单介绍．

如图３所示，将坐标系原点置于矩形线圈中心的正
下方，并记矩形线圈导线中心的长为２ｙｄ、宽为２ｘｄ，线
圈线宽为ｗ、厚度为δ．则该线形矩形线圈所包围的面积
Ｓ可以由下面式子表达：

Ｓ＝
－ｘｄ!ｘｓ!ｘｄ
－ｙｄ!ｙｓ!ｙ{

ｄ

（８）

则可将式（６）和式（７）中对面积 Ｓ的相关积分项提取，
并根据线形矩形线圈参数进行积分可得：

Ｓｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＝∫
ｙｄ

－ｙｄ
ｅ－ｊｂｙｓ∫

ｘｄ

－ｘｄ
ｅ－ｊａｘｓｄｘｓｄｙｓ

＝４ａｂｓｉｎａｘｄｓｉｎｂｙｄ （９）

再对上式进行线宽ｗ的积分运算，可得：

Ｐ＝∫ｗＳｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄｗｓ
＝４ａｂ∫

ｗ
２

－ｗ２
ｓｉｎａ（ｘｄ＋ｗｓ）ｓｉｎｂ（ｙｄ＋ｗｓ）ｄｗｓ

＝

２ｓｉｎ［（ａ－ｂ）ｗ＋ａｘｄ－ｂｙｄ］－２ｓｉｎ（ａｘｄ－ｂｙｄ）
（ａ－ｂ）ａｂ

　　　 －
２ｓｉｎ［（ａ＋ｂ）ｗ＋ａｘｄ＋ｂｙｄ］

（ａ＋ｂ）ａｂ

　　　 ＋
２ｓｉｎ（ａｘｄ＋ｂｙｄ）
（ａ＋ｂ）ａｂ ，　　ａ≠ｂ

２ｗｃｏｓ［ａ（ｘｄ－ｙｄ）］
ａｂ

　　　 －
ｓｉｎ［ａ（２ｗ＋ｘｄ＋ｙｄ）］

ａ２ｂ

　　　 ＋
ｓｉｎ［ａ（ｘｄ＋ｙｄ）］

ａ２ｂ
，　　



















 ａ＝ｂ

（１０）
该矩形线圈的宏观标势 Ｗｔｏｔａｌ可通对对截面 Ｓ′内所

有线形线圈积分得到：

Ｗｔｏｔａｌ＝∫Ｓ′ＷεｄＳ′＝∫δ∫ｗＷεｄｗｓｄｚｓ （１１）

将式（６）和式（７）代入式（１１）中，并通过式（１０）进
行整理，计算矩形线圈的入射场标势 Ｗｔｏｔａｌ及散射场标
势Ｗ′ｔｏｔａｌ为：

Ｗｔｏｔａｌ＝
μ０Ｉ
８π２ｗδ∫

#

－
#

∫
#

－
#

１
ｋ２
（２－ｅ－ｋ（ｚ－ｈ）－ｅｋ（ｚ－ｈ－δ））

　　　·ｅｊ（ａｘ＋ｂｙ）Ｐｄａｄｂ

Ｗ′ｔｏｔａｌ＝
μ０Ｉ
８π２ｗδ∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｋμｒ－λ
ｋμｒ＋λ

ｅ－ｋｚ

ｋ２
（ｅ－ｋｈ－ｅ－ｋ（ｈ＋δ））

　　　·ｅｊ（ａｘ＋ｂｙ）Ｐｄａｄｂ

（１２）

则可得线圈的阻抗计算表达式为：

Ｚ＝Ｚ０＋ΔＺ＝－
１
Ｉ（
ｄ
ｄｔ∫Ｓ∫δ

２Ｗｔｏｔａｌ
ｚ２

ｄｚｓｄＳ

＋ｄｄｔ∫ＳＢ′ｚ∫δ
２Ｗ′ｔｏｔａｌ
ｚ２

ｄｚｓｄＳ） （１３）

式中，Ｂｚ和Ｂ′ｚ为入射场和散射场的ｚ分量．
将式（１２）代入式（１３），对一个矩形线圈的阻抗模

型进行计算，由文献［１１］中可得：

Ｚ０ ＝
ｊωμ０
π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

（δ＋ｅ
－ｋδ－１
ｋ ）Ｐ２ｄａｄｂ

ΔＺ＝
ｊωμ０
２π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｋμｒ－λ
ｋμｒ＋λ

·

　　　　ｅ
－ｋ（ｈ＋δ）－ｅ－ｋｈ

ｋ Ｐ２ｄａｄｂ

（１４）

这里将利用参数Ｐ对矩形线圈的标势或阻抗进行
建模的方法，称之为矩形描述法．

３　任意正交折线线圈的阻抗模型

３１　顶点位形描述法
不失一般性，设存在任意形状的线形正交折线线

圈，并随机选取原点建立直角坐标系ｘｙ．线圈以正向曲
线ＡＢＣＤＥ…ＹＺ为边界，顶点坐标分别为：（ｘＡ，ｙＡ），（ｘＢ，
ｙＢ），…，（ｘＺ，ｙＺ），如图４所示．

根据平面面积的叠加原理，可以通过辅助点（如

Ａ′、Ｚ′）将线圈划分为若干矩形之和，即：
ＳＡＢＣＤＥ…ＹＺ＝ＳＡＢＣＡ′＋ＳＺＡ′ＤＺ′＋…… （１５）

则对于任意矩形ＡＢＣＡ′，其面积一定可由四个有向
区间的叠加来表示：

６９０２
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Ｓ１：０!ｙ!ｋＡＢ（ｘ－ｘＡ）＋ｙＡ，ｘ∈［ｘＡ，ｘＢ］；
Ｓ２：０!ｙ!ｋＢＣ（ｘ－ｘＢ）＋ｙＢ，ｘ∈［ｘＢ，ｘＣ］；
Ｓ３：０!ｙ!ｋＣＡ′（ｘ－ｘＣ）＋ｙＣ，ｘ∈［ｘＣ，ｘＡ′］；
Ｓ４：０!ｙ!ｋＡ′Ａ（ｘ－ｘＡ′）＋ｙＡ′，ｘ∈［ｘＡ′，ｘＡ］

（１６）

式中，ｋＡＢ，ｋＢＣ，ｋＣＡ′，ｋＡ′Ａ分别代表四条边的斜率．
将上述四个区间范围代入式（６）中关于面积的积

分项，可得：

ＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＝Ｓ１＋Ｓ２＋Ｓ３＋Ｓ４ ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ
＝１ｂ（

１
ａ＋ｂ·ｋＡ′Ａ

－ １
ａ＋ｂ·ｋＡＢ

）ｅ－ｊ（ａｘＡ＋ｂｙＡ）

　＋１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＡＢ
－ １
ａ＋ｂ·ｋＢＣ

）ｅ－ｊ（ａｘＢ＋ｂｙＢ）

　＋１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＢＣ
－ １
ａ＋ｂ·ｋＣＡ′

）ｅ－ｊ（ａｘＣ＋ｂｙＣ）

　＋１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＣＡ′
－ １
ａ＋ｂ·ｋＡ′Ａ

）ｅ－ｊ（ａｘＡ′＋ｂｙＡ′） （１７）

对于任意夹角∠ＸＹＺ，定义其“角形因子”为：

Υ∠ＸＹＺ＝
１
ｂ（

１
ａ＋ｂ·ｋＸＹ

－ １
ａ＋ｂ·ｋＹＺ

） （１８）

对于顶点Ｙ，定义其“位置因子”为：
ΨＹ＝ｅ

－ｊ（ａｘＹ＋ｂｙＹ） （１９）
则利用式（１８）中的角形因子Υ和式（１９）中的位置

因子Ψ，可将式（１７）简化为：

ＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ
＝Υ∠Ａ′ＡＢΨＡ＋Υ∠ＡＢＣΨＢ＋Υ∠ＢＣＡ′ΨＣ＋Υ∠ＣＡ′ＡΨＡ′

＝∑
４

ｉ＝１
ΥｉΨｉ （２０）

式中，Ψｉ为矩形第 ｉ个顶点的位置因子，Υｉ为矩形第 ｉ
个顶点的角形因子．

与式（１０）类似，可对上式进行线宽 ｗ的积分，
则有：

　∫ｗＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄｗｓ＝∫
ｗ
２

－ｗ２
∑
４

ｉ＝１
ΥｉΨｉｄｗｓ

＝∑
４

ｉ＝１
ΥｉΨｉ∫

ｗ
２

－ｗ２
ｅ 槡－ｊ２（ａｃｏｓ（ａｒｇｉ）＋ｂｓｉｎ（ａｒｇｉ））ｗｓｄｗｓ

＝∑
４

ｉ＝１
ｗｓｉｎｃ（槡２ｗ

ａｃｏｓ（ａｒｇｉ）＋ｂｓｉｎ（ａｒｇｉ）
２ ）ΥｉΨｉ

＝∑
４

ｉ＝１
ΤｉΨｉ （２１）

式中，ａｒｇｉ为第ｉ个顶点的有向内角平分线的方向角，Τｉ

＝ｗｓｉｎｃ（槡２ｗ
ａｃｏｓ（ａｒｇｉ）＋ｂｓｉｎ（ａｒｇｉ）

２ ）Υｉ．

可以看出，Τｉ与矩形第 ｉ个顶点的角形因子 Υｉ和
线宽ｗ有关，本文称之为“形态因子”．则对于矩形四个
顶点来说，则存在４种形态因子的取值：

Τｉ＝

ｗｓｉｎｃ（ｗａ＋ｂ２ ）Υｉ， ａｒｇｉ＝
π
４

ｗｓｉｎｃ（ｗａ－ｂ２ ）Υｉ， ａｒｇｉ＝
３π
４

ｗｓｉｎｃ（ｗ－ａ－ｂ２ ）Υｉ， ａｒｇｉ＝
５π
４

ｗｓｉｎｃ（ｗ－ａ＋ｂ２ ）Υｉ， ａｒｇｉ＝
７π















４

（２２）

因此，我们定义第ｉ个顶点的 Ｋｉ＝ＴｉΨｉ，即位置因子 Ψｉ
与形态因子Τｉ之积，这里称 Κｉ为顶点的“位形因子”．
则利用Κｉ，可将式（２７）进一步简化为：

∫ｗＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄｗｓ＝∑
４

ｉ＝１
Ｋｉ＝ＫＲｅｃｔ （２３）

式中，ＫＲｅｃｔ为矩形线圈的位形因子，其取值为４个顶点
的位形因子之和．

将式（２３）与式（１０）进行对比可以看出，ＫＲｅｃｔ就相
当于矩形描述法中的参数Ｐ．只是Ｐ由矩形线圈的长宽
参数ｙｄ和 ｘｄ决定，而 ＫＲｅｃｔ则由４个顶点的位形因子描
述．由式（１９）中可以看出，ＫＲｅｃｔ中含有复指数项，因
此有：

‖ＫＲｅｃｔ‖
２＝ＫＲｅｃｔ·珔ＫＲｅｃｔ （２４）

式中，ΚＲｅｃｔ表示为ΚＲｅｃｔ的复共轭，即有：

珔ＫＲｅｃｔ＝∑
４

ｉ＝１

珔Ｋｉ＝∑
４

ｉ＝１
ＴｉΨｉ＝∫ｗＳＡＢＣＡ′ｅｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓｄｗｓ

则可利用矩形线圈的位形因子 ＫＲｅｃｔ对矩形线圈的
阻抗进行表达：

Ｚ０＝
ｊωμ０
π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

（δ＋ｅ
－ｋδ－１
ｋ ）ＫＲｅｃｔ珔ＫＲｅｃｔｄａｄｂ

ΔＺ＝
ｊωμ０
２π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｋμｒ－λ
ｋμｒ＋λ

·

　　　　ｅ
－ｋ（ｈ＋δ）－ｅ－ｋｈ

ｋ ΚＲｅｃｔ珔ＫＲｅｃｔｄａｄｂ

（２５）
由上述推导过程可以看出，位置因子 Ψ仅与顶点

坐标有关，而形态因子 Τ仅与两条邻边的斜率及线宽
有关．这里将利用矩形４个顶点的位形因子 Κｉ进行其
阻抗分析的方法，称之为顶点位形描述法．
３２　阻抗模型

在本节中，我们尝试将该结论推广到任意正交折

线线圈的情况．首先，我们将证明与角形因子 Υ相关的
２个重要性质．

性质１：角形因子 Υ满足叠加性；即对于同一顶点
Ａ的任意两个夹角∠ＷＹＸ和∠ＸＹＺ，若有∠ＷＹＸ＋
∠ＸＹＺ＝∠ＷＹＺ，则有Υ∠ＷＹＸ＋Υ∠ＸＹＺ＝Υ∠ＷＹＺ．

证明：根据角形因子Υ的定义（１８），可得下式：

　Υ∠ＷＹＸ＋Υ∠ＸＹＺ＝
１
ｂ（

１
ａ＋ｂ·ｋＷＹ

－ １
ａ＋ｂ·ｋＹＸ

）

７９０２
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　＋１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＸＹ
－ １
ａ＋ｂ·ｋＹＺ

）

＝１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＷＹ
－ １
ａ＋ｂ·ｋＹＺ

）＝Υ∠ＷＹＺ

（２６）
性质１得证．

性质２　平角的角形因子Υ恒为零；即若任意夹角
∠ＸＹＺ为平角（１８０°），则有Υ∠ＸＹＺ＝０成立．

证明　根据角形因子Υ的定义（１８），可得下式：

　　Υ∠ＸＹＺ＝
１
ｂ（

１
ａ＋ｂ·ｋＸＹ

－ １
ａ＋ｂ·ｋＹＸ

）

＝１ｂ（
１

ａ＋ｂ·ｋＸＹ
－ １
ａ＋ｂ·ｋＸＹ

）＝０ （２７）

性质２得证．
那么，对于图４中所示任意正交折线线圈，明显可

将其面积等效为若干矩形面积之叠加，即有：

ＳＡＢＣＤＥ…ＹＺｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ
＝ＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＋ＳＺＡ′ＤＺ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＋……
＝Υ∠Ａ′ＡＢΨＡ＋Υ∠ＡＢＣΨＢ＋Υ∠ＢＣＡ′ΨＣ＋Υ∠ＣＡ′ＡΨＡ′＋……

（２８）
利用性质１和性质２，可对辅助顶点Ａ′相关的位置

因子及角形因子项进行合并处理，则有：

Υ∠ＣＡ′ＡΨＡ′＋Υ∠ＡＡ′ＤΨＡ′＝（Υ∠ＣＡ′ＡΨＡ′＋Υ∠ＡＡ′Ｄ）ΨＡ′
＝Υ∠ＣＡ′ＤΨＡ′＝０ （２９）

则根据式（２９），可对式（２８）进行化简：

　　ＳＡＢＣＤＺ′Ｚｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ
＝ＳＡＢＣＡ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＋ＳＺＡ′ＤＺ′ｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ
＝Υ∠Ａ′ＡＢΨＡ＋Υ∠ＡＢＣΨＢ＋Υ∠ＢＣＡ′ΨＣ
　＋Υ∠Ｚ′ＺＡ′ΨＺ＋Υ∠Ａ′ＤＺ′ΨＤ＋Υ∠ＤＺ′ＺΨＺ′ （３０）
由上式可以看出，两个线形矩形线圈 ＳＡＢＣＡ′和 ＳＺＡ′ＤＺ′

合并为复杂折线线圈ＳＡＢＣＤＺ′Ｚ后，依然可由折线线圈各顶
角位置因子Ψ及角形因子Υ进行描述．不失一般性，根
据性质１，任何辅助顶点（如Ａ′）均会在合并过程还原为
平角．而根据性质２，则任何辅助顶点的角形因子 Υ恒
为０．由此，可得到一个重要结论：在利用顶点位形描述
法来表达正交折线线圈时，所有的辅助顶点均可忽略！

上述结论可以不加修改地扩展到任意线形正交折

线线圈的情况，则有：

ＳＡＢＣＤＥ…ＹＺｅ－ｊ（ａｘｓ＋ｂｙｓ）ｄｘｓｄｙｓ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ΥｉΨｉ （３１）

式中，Ｎ为线形正交折线线圈实际顶点的个数．
同理，可将式（２３）中所示矩形线圈的位形因子

ΚＲｅｃｔ，扩展到任意正交折线线圈的情况：

ΚΣ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ΤｉΨｉ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Κｉ （３２）

式中，ΚΣ表示任意正交折线线圈的位形因子，其取值为
Ｎ个顶点的位形因子Κｉ之和．当Ｎ＝４时，ΚΣ即退化为
矩形线圈的位形因子ΚＲｅｃｔ．

无需再重复３１节中的分析推导过程，直接可由式
（２５）扩展为任意正交折线线圈的阻抗模型：

Ｚ０＝
ｊωμ０
π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

（δ＋ｅ
－ｋδ－１
ｋ ）ΚΣ·珚ΚΣｄａｄｂ

ΔＺ＝
ｊωμ０
２π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

ｋμｒ－λ
ｋμｒ＋λ

·
ｅ－ｋ（ｈ＋δ）－ｅ－ｋｈ

ｋ ΚΣ·珔ＫΣｄａｄｂ

（３３）
式中，珔ＫΣ表示为ΚΣ的复共轭．

对于复杂的折线线圈，矩形描述法需要将该线圈

拆解为一系列矩形线圈并分别描述．而本文所提顶点
位形描述法与线圈的复杂程度无关，只需要根据所有

顶点的坐标和夹角形态即可直接列出二重积分形式的

阻抗表达式．

４　算例与讨论
　　以回折形折线线圈为例，对比两种方法分别计算
其入射场阻抗（自感阻抗）的具体过程．设待分析线圈
线宽ｗ＝０２５ｍｍ，厚度 ｗ＝００３５ｍｍ，其线圈的外形及
尺寸如图５中所示．

利用文献［１４］中的方法，可将线圈拆解为７个小
矩形线圈的叠加，拆解结果如图６（ａ）所示．

以该线圈左下角为原点建立直角坐标系．第 ｉ个（ｉ
＝１，２，…，７）矩形线圈的中心坐标（ｘ０ｉ，ｙ０ｉ）及线圈的长
宽参数ｘｄｉ，ｙｄｉ如图６（ａ）中所示．则根据式（１４），可计算
７个矩形线圈各自的自感阻抗为：

Ｚ０（ｉ）＝
ｊ１６ωμ０
π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

δ＋ｅ
－ｋδ－１
ｋ

Ｐｉ( )ａｂ
２

ｄａｄｂ

同理，７个矩形线圈相互之间的互感阻抗为：

　　Ｚ０（ｉ，ｊ）＝
ｊ１６ωμ０
π２ｗ２δ２∫

#

－
#

∫
#

－
#

δ＋ｅ
－ｋδ－１( )ｋ

８９０２
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·
１( )ａｂ

２

ＰｉＰｊｅ
－ｊ（ａΔｘｉ，ｊ＋ｂΔｙｉ，ｊ）ｄａｄｂ，ｉ≠ｊ，

式中，Δｘｉ，ｊ，Δｙｉ，ｊ表示矩形线圈 ｉ和矩形线圈 ｊ中心之间
的位移量．

将７个矩形线圈的实际坐标代入上两式，分别计算
７个自感阻抗Ｚ０（ｉ），４２个互感阻抗 Ｚ０（ｉ，ｊ），并用公式

Ｚ０＝∑
７

ｉ＝１
Ｚ０（ｉ）＋∑

７

ｉ＝１
∑
７

ｉ＝１，ｉ≠ｊ
Ｚ０（ｉ，ｊ）进行叠加．经数学软

件ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ１０４计算，得到该回折形折线线圈的总
电 感 为 ０１４３６μＨ，其 在 １０ｋＨｚ下 的 自 感 阻 抗
为０００９０２Ω．

再用本文所提的顶点位形描述法对上述回折形折

线线圈进行阻抗建模．图６（ｂ）中给出了所有顶点的编
号结果，共２４个顶点．很明显，内角平分线ａｒｇｉ＝π／４的
顶点有：２，５，６，９，１０，１３，１４，１７，１８，２１，２２；ａｒｇｉ＝３π／４
的顶点有：３，４，７，８，１１，１２，１５，１６，１９，２０，２３；ａｒｇｉ＝５π／４
的顶点有：２４；最后，ａｒｇｉ＝７π／４的顶点有：１．

根据上述信息，由式（２２）可选择顶点ｉ的形态因子
Ｔｉ．再根据式（３２），由２４个顶点坐标（ｘｉ，ｙｉ）可直接列出
线圈位形因子ＫΣ及其复共轭珔ＫΣ的表达式：

ＫΣ＝∑
２４

ｉ＝１
ＴｉΨｉ，珔ＫΣ＝∑

２４

ｉ＝１
ＴｉΨｉ

将ΚΣ和ΚΣ代入式（３３）并利用 ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ１０４
进行计算．得到该线圈电感为０１４３６μＨ，在１０ｋＨｚ激励
频率下阻抗Ｚ０为０００９０２Ω．很明显，两种方法对该算
例的计算结果完全相同．

５　实验验证
　　该实验所用直角螺线形折线线圈外形如图７（ａ）中
所示．经实际测量（保留３位有效数字），其几何参数如
表１中所示．

表１　直角螺线形折线线圈外形参数 （ｍｍ）

线圈外长 线圈外宽 线宽 厚度 匝间距 匝数

２００ ２００ ０２０ ００３５ ０５８２ １４

　　该线圈闭合回路形成的结构拓扑图如图７（ｂ）中所
示．拓扑图增加的两条虚线代表实际客观存在的线圈
外部引线．对线圈所有顶点进行编号，顶点的编号结果
已在图７（ｂ）中标出，共５８个顶点．

从图７（ｂ）中拓扑图中不难看出，内角平分线ａｒｇｉ＝
π／４的顶点有：１，５，９，…，４９，５３；ａｒｇｉ＝３π／４的顶点有：
４，８，１２，…，５２，５６，５７，５８；ａｒｇｉ＝５π／４的顶点有：３，７，
１１，…，５１，５５；最后，ａｒｇｉ＝７π／４的顶点有：２，６，１０，…，
５０，５４．同样使用前面实验介绍的计算过程，可得该线圈
的自感为２７６８７μＨ．

在物理实验中，使用 ＩＭ３５２３ＬＣＲ测量仪对线圈的
感抗直接进行测量．将被测线圈置塑料板上方，同时设
置ＬＣＲ测量仪测试频率从４０Ｈｚ到２００ｋＨｚ变化，测量
线圈的自感Ｌ０和入射场阻抗（自感阻抗）Ｘ０．实验测得
该直角螺线形线圈Ｘ０及Ｌ０随频率ｆ变化结果分别如图
８中曲线１和２所示．

从图８中可以看出，线圈的入射场阻抗Ｘ０随频率变化
呈较好的线性关系，而自感量Ｌ０在１ｋＨｚ～２００ｋＨｚ频率范
围内基本保持不变．当激励频率小于１ｋＨｚ时，线圈自感测
量值出现了一定的偏离．这主要是因为待测线圈的自感Ｌ０
很小，在低频时的阻抗Ｘ０（如１００Ｈｚ时仅为０００１６４Ω）超出
了ＩＭ３５２３ＬＣＲ测量仪量程．因此，本实验线圈自感Ｌ０的测
量值取１ｋＨｚ～２００ｋＨｚ范围内的平均值，即为２７５７μＨ．与
模型值２７６８７μＨ对比，误差为０４２％．

如图９所示，再将待测线圈平行置于铝板上方，进
行涡流影响阻抗的变化实验．在线圈与铝板表面之间

９９０２
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铺设提离薄片以改变线圈的提离值ｈ．考虑到ＰＣＢ线圈
表面的防护漆及铝板表面的不平顺，会形成一个固有

提离，约０４ｍｍ左右．则线圈实际提离值ｈ为提离薄片
厚度＋固有提离．

首先，固定该线圈的激励频率ｆ分别为２０ｋＨｚ、５０ｋＨｚ

和２００ｋＨｚ，再通过变换提离薄片使线圈的实际提离值ｈ
从０４ｍｍ到１９ｍｍ变化，并记录ＬＣＲ测量仪实测阻抗Ｚ
随线圈提离值ｈ的变化数据．利用线圈的入射场阻抗Ｘ０
对实测阻抗Ｚ＝Ｒ＋ｊＸ进行归一化，并在阻抗平面图上绘
制相关变化数据的点阵，结果如图１０中所示．

　　查阅资料得铝材的电导率一般在３０×１０７～４０
×１０７Ｓ／ｍ的范围内．将实验参数及铝材电导率的取值
范围代入本文模型，可确定上述三组频率下阻抗的变

化范围，如图１０中虚线所包含的阴影部分所示．根据系
统参数的标定原理，对实验铝板的电导率 σ进行标定．
当电导率 σ取３４×１０７Ｓ／ｍ时，测量值与模型值吻合
效果较好，结果如图１０中的黑实线所示．

再固定线圈的实际提离值ｈ分别为０５ｍｍ、１０ｍｍ
和１９ｍｍ，调整线圈的激励频率ｆ从１ｋＨｚ到２００ｋＨｚ变
化，得到该回折线圈的涡流阻抗随激励频率ｆ的变化规
律．再利用本文模型式（３３）计算相同条件下线圈阻抗

模型值．图１１为测量值与模型值随频率变化的结果，其
中点阵为测量值．

从图１１中不难看出，所提模型的计算结果与测量
值之间总体吻合良好，模型能有效反映频率、提离等参

数对线圈阻抗影响的变化趋势．虽然，在频率１５０ｋＨｚ～
２００ｋＨｚ范围内，测量值与模型值的实部 Ｒ存在一定系
统误差，分析主要原因应该是测量频率已接近

ＩＭ３５２３ＬＣＲ测量仪的上限量程所造成的．但测量值与
模型值最大偏差也不超过００１Ω，接近该 ＬＣＲ测量仪
的有效精度．因此，本文中利用顶点位置描述的折线线
圈阻抗建模方法有效．

６　结论
　　（１）新方法中利用了一种新的顶点位形描述来实
现阻抗建模，通过一个模型就可以对矩形、回折形、直

角螺线形等多种折线线圈进行阻抗描述，实现了上述

线圈模型的统一．
（２）新方法利用顶点的位置因子 Ψ和形态因子 Τ

对折线线圈进行描述，从而解决了现有阻抗建模方法

中必须将坐标原点置于矩形线圈中心的约束．
（３）对于任意复杂的折线线圈，新方法无需再对线

圈结构进行拆解，也无需再对线圈基本单元进行坐标

变换或平移，只需要根据线圈所有顶角位形信息，就可

直接地列出其阻抗的封闭形式表达式．
（４）新方法是对折线线圈特性更为一般性的描述

００１２
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方法，现有的矩形描述法是新方法在特殊坐标选择下

的一个特例．新方法在简化建模过程和提高建模速度
方面，相对于已有方法具有非常明显优势．
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